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Ce este programarea dinamica?

» Este o tehnica de proiectare a algoritmilor pentru rezolvarea
problemelor care pot fi descompuse in subprobleme care se
suprapun — poate fi aplicata problemelor de optimizare care au
proprietatea de substructura optima

« Particularitatea metodei consta in faptul ca fiecare suproblema
este rezolvata o singura data iar solutia ei este stocata (intr-o
structura tabelard) pentru a putea fi ulterior folosita pentru
rezolvarea problemei initiale.

Obs.

« Programarea dinamica a fost dezvoltata de catre Richard Bellman
In 1950 ca metoda generala de optimizare a proceselor de
decizie.

 In programarea dinamica cuvantul programare se refera la
planificare si nu la programare in sens informatic.

« Cuvantul dinamic se refera la maniera in care sunt construite
tabelele n care se retin informatiile referitoare la solutiile partiale.
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Ce este programarea dinamica?

* Programarea dinamica este corelata cu tehnica divizarii intrucat
se bazeaza pe divizarea problemei initiale in subprobleme. Exista
insa cateva diferente semnificative intre cele doua abordari:

— divizare: subproblemele in care se divide problema initiala sunt

iIndependente, astfel ca solutia unei subprobleme nu poate fi utilizata
in construirea solutiei unei alte subprobleme

— programare dinamica: subproblemele sunt dependente (se suprapun)
astfel ca solutia unei subprobleme se utilizeaza in construirea
solutiilor altor subprobleme (din acest motiv este important ca solutia
fiecarei subprobleme rezolvate sa fie stocata pentru a putea fi
reutilizata)

* Programarea dinamica este corelata si cu strategia cautarii local
optimale (greedy) intrucat ambele se aplica problemelor de
optimizare care au proprietatea de substructura optima
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Etapele principale Tn aplicarea programarii
dinamice

Se analizeaza structura solutiei: se stabileste modul in care
solutia problemei depinde de solutiile subproblemelor. Aceasta
etapa se refera de fapt la verificarea proprietatii de substructura
optima si la identificarea problemei generice (forma generala a
problemei initiale si a fiecarei subprobleme).

|dentificarea relatiei de recurenta care exprima legatura intre
solutia problemei si solutiile subproblemelor. De regula in relatia
de recurenta intervine valoarea criteriului de optim.

Dezvoltarea relatiei de recurenta. Relatia este dezvoltata in
maniera ascendenta astfel incat sa se construiasca tabelul cu
valorile asociate subproblemelor

Construirea propriu-zisa a solutiei — se bazeaza pe informatiile
determinate in etapa anterioara.
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Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exista doua abordari principale:

. Ascendenta (bottom up): se porneste de la cazul particular si se
genereaza noi valori pe baza celor existente.

. Descendenta (top down): valoarea de calculat se exprima prin
valori anterioare, care trebuie la randul lor calculate. Aceasta
abordare se implementeaza de regula recursiv (si de cele mai
multe ori conduce la variante ineficiente — eficientizarea se poate
realiza prin tehnica memoizarii (cursul urmator))

Algoritmica - Curs 11 8



Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exemplu 1. Calculul celui de al m-lea element al secventei Fibonacci
f,=f,=1; f =f _,+f ,forn>2

Efficienta:
Abordare descendenta: 0 ifm<=2
T(m) =
fib(m) T(M-1)+T(m-2)+1 if m>2
IF (m=1) OR (M=2) THEN T
RETURN 1 00124712203354 ...
ELSE
RETURN fib(m-1)+fib(m-2) Fibonacci:
ENDIF 11235813213455...

f apartine lui O(phi"),
phi=(1+sqrt(5))/2

~ Complexitate exponentiala!
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Dezvoltarea relatiilor de recurenta

Exemplu 1. Calculul celui de al m-lea element al secventei Fibonacci
f,=f,=1; f =f _,+f ,forn>2

g Eficienta:
Abordare ascendenta: T(m)=m-2 => complexitate liniara
fib(m) Obs: eficienta in timp este platita

prin utilizarea unui spatiu
aditional. Dimensiunea
spatiului aditional poate fi

f[1]«1,; f[2] < 1,
FOR i« 3,m DO

fli] « f[i-1]+f[i-2] semnificativ redusa
ENDFOR fib(m)
RETURN f[m] 111

FOR I+ 3,mDO

f2 «— f1+f2: f1 «— f2-f1;
ENDFOR
RETURN f2
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Dezvoltarea relatiilor de recurenta

Exemplu 2. Calculul coeficientilor binomiali C(n,k) (combinari de n

luate cate k)
O daca n<k

C(n,k)=< 1 daca k=0 sau n=k
C(n-1,k)+C(n-1,k-1) altfel

Abordare descendenta:

comb(n,k)
IF (k=0) OR (n=k) THEN
RETURN 1
ELSE

RETURN comb(n-1,k)+comb(n-1,k-1)

ENDIF
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Efficienta:

Dim pb: (n,k)
Op. dominanta: adunare
T(n,k)=0 daca k=0 sau k=n
T(n-1,k)+T(n-1,k-1)
Nr adunari = nr noduri n
arborele de apeluri recursive
T(n,k) >= 2 min{k,n-k}
T(n,k) € (2 mintk.n-k})
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Dezvoltarea relatiilor de recurenta

Exemplu 2. Calculul coeficientilor binomiali C(n,k)
0 dacan<k

C(n,k)=< 1 daca k=0 sau n=k
C(n-1,k)+C(n-1,k-1) altfel

Abordare descendenta: construirea triunghiului lui Pascal

01 2 .. kil k
0 1
1 1.1
2 1\*2 1
k 1 1
n-1 1 C(n-1,k-1) C(n-1,k)
noo1 k)
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Dezvoltarea relatiilor de recurenta

Algoritm: o |
Comb(n,k) Eficienta:
FOR i<0,n DO
FOR j « 0,min{i,k} DO Dim pb: (n,k)
IF ()=0) OR (j=I) THEN Op. dominanta: adunarea
Cli,j] < 1
ELSE
Clij] — C[i-1,jj+C[i-1,j-1]  T(MK)=(1+2+...+k-1) +(k+...+k)
ENDIF =k(k-1)/2+k(n-k+1)
ENDFOR
ENDFOR T(n,K)eO(nk)

RETURN C[n,K]

Obs. Daca trebuie calculat doar C(n,k) este suficient sa se utilizeze
un tablou cu k elemente ca spatiu suplimentar
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Aplicatil ale programarii dinamice

Cel mai lung subsir strict crescator

Fie a;,a,,...,a, 0 secventa. Sa se determine cel mai lung subsir avand
proprietatea a; <a;,<...<a;, (un subsir strict crescator avand
numarul de elemente maxim).

Exemplu:
a=(2,5,1,3,6,8,2,10,4)

Subsiruri strict crescatoare de lungime 5 (lungimea maxima):
(2,5,6,8,10)
(2,3,6,8,10)
(1,3,6,8,10)
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Cel mali lung subsir strict crescator

1. Analiza structurii solutieil.

Fie s=(a;;, a,---,8k.1) »a ) Solutia optima. Inseamna ca nu exista nici un
element in a[l..n] aflat dupa a; care sa fie mai mare decat a;  In
plus nu exista element in sirul initial avand indicele cuprins intre
Ji-1) Sl I 1ar valoarea cuprinsa intre valorile acestor elemente ale
subsirului s (s nu ar mal fi solutie optima). Aratam ca s'=(a;,
j,--+,3.1) ) €Ste solutie optima pentru problema determinarii celui

mal lung subsir care se termina in a;,;,. Ppcas’ nu este

optimal. Rezulta ca exista un subsir s” de lg. mai mare. Adaugand

la s” elementul a;, s-ar obtine o solutie mai buna decat s,

implicand ca s nu este optim. Se ajunge astfel la o contradictie,

deci s’ este solutie optima a subproblemei determinarii unui subsir

crescator care se termina in a ;)

Deci problema are proprietatea de substructura optima
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Cel mali lung subsir strict crescator

2. Construirea unei relatii de recurenta

Fie B, numarul de elemente al celui mai lung subsir strict crescator care
se termina in a,

1 if 1=1
B, =

1+ max{Bj| 1<=j<=i-1, a<a}
Exemplu:

a=(2,5,1,3,6,8,2,10,4)
B=(1,2,1,2,3,4,2,5,3)
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Cel mal lung subsir strict crescator

3. Dezvoltarea relatiei de recurenta

1 if i=1
B, =
1+max{B;| 1<=j<=i-1, a<a}

Complexitate: 6(n?)

calculB(a[1..n])
B[1l]«1
FOR I« 2,nDO
max «— 0
FOR |« 1,i-1 DO
IF afj]<a[i] AND max<B]Jj]
THEN max <« BJj]
ENDIF
ENDFOR
B[i] — max+1
ENDFOR
RETURN B[1..n]
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Cel mal lung subsir strict crescator

4. Construirea solutiel

Se determina maximul lui
B

Se construieste s succesiv
pornind de la ultimul
element

Complexitate: 8(n)

construire(a[l1..n],B[1..n])
m«—1
FOR i« 2,nDO
IF B[i]>B[m] THEN m «— i ENDIF
ENDFOR
k < B[m]
s[k] < a[m]
WHILE B[m]>1 DO
| — m-1
WHILE a[i]>=a[m] OR BJi]J<>B[m]-1 DO
| —i-1
ENDWHILE
m «— I; k<« k-1; s[k] < a[m]
ENDWHILE
RETURN s[1..K]
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Cel mali lung subsir strict crescator

calculB(a[1..n]) construire(a[1..n],B[1..n],P[1..n])
B[1]:=1; P[1]:=0 m:=1
FOR i:=2,n DO FOR i:=2,n DO
max:=0 IF B[i]>B[m] THEN m:=i ENDIF
P[i]:=0 ENDFOR
FOR j:=1,i-1 DO k:=B[m]
IF afj]<a[i] AND max<B]j] s[k]:=a[m]
THEN max:=Bl[]] WHILE P[m]>0 DO
P[i]:=] m:=P[m]
ENDIF ki=k-1
ENDFOR s[k]:=a[m]
B[i]:=max+1 ENDWHILE
ENDFOR RETURN s[1..k]
RETURN B[1..n]

P[i] este indicele elementului ce il precede pe a[i] in subsirul optim.
Utilizarea lui P[1..n] simplifica construirea solutiei
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Cel mai lung subsir comun

Fiind date doua siruri (secvente) a,,..., &, siby,...,b, sa se
determine un subsir c,,...Cc, care satisface:

. Este subsir comun al sirurilor a si b, adica exista i,,...,I, Si
J1,---:) @stfel incat
clzailzbjl, czzaizzbjz, e ck:aik:bjk
. k este maxim (cel mai lung subsir comun)

Obs : aceasta problema este un caz particular al problemelor din
bioinformatica unde se analizeaza similaritatea dintre doua
siruri de nucleotide (ADN) sau aminoacizi (proteine) — cu cat
au un subsir comun mai lung cu atat sunt mai similare cele
doua siruri initiale
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Cel mal lung subsir comun

Exemplu:

o 2

Subsiruri comune:

RN

W DN DN W

w

>~ b

N DN

Varianta a problemei: determinarea
celei mai lungi subsecvente
comune de elemente consecutive

Exemplu:
a 213 45
b: 1 3 4 2

Subsecvente comune:

1, 3
3, 4
1, 3, 4
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1.

Cel mal lung subsir comun

Analiza structurii unei solutii optime

Fie P(i,]) problema determinarii celui mai lung subsir comun al sirurilor

L[1.J]=

a[l..l] sib[l..]]. Daca ali]=b[j] atunci solutia optima contine acest
element comun iar restul elementelor este reprezentat de solutia
optima a subproblemei P(i-1,j-1) (adica determinarea celui mai
lung subsir comun al sirurilor a[1..i-1] respectiv b[1..]-1]. Daca
a[il<>b[j] atunci solutia optima coincide cu cea mai buna dintre
solutiile subproblemelor P(i-1,j) respectiv P(i,j-1).

Deducerea relatiei de recurenta. Fie L(i,}) lungima solutiel optime
a problemei P(i,j). Atunci:

0 daca i=0 sau |=0
1+L[i-1,j-1] daca a[i]=b[j]
max{L[i-1,j],L[i,j-1]} altfel
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Exemplu:

0 1 2 3 4

a. 2 1 4 3 2
b: 1 3 4 2 0 0 0 0 ) )
11 0 0 0 O 1
2 0 1 1 1 1
0) daca =0 sau J=0 31 0 1 1 ? 2
L[i,j]:{lﬂ[i-l,j-l] daca a[i]=b[j] A1 0 1 2 2 2
max{L[i-1,j],L[ij-1]}  altfel 500 1 2 2 3

Cel mai lung subsir comun

Algoritmica - Curs 11
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Cel mal lung subsir comun

Dezvoltarea relatiei de recurenta:

0 daca =0 sau |=0
L[i,j]=) 1+L[i-1,}-1] daca al[i]=b[j]
max{L[i-1,j],L[i,j]-1]} altfel

calcul(a[l..n],b[1..m])
FOR i:=0,n DO L[i,0]:=0 ENDFOR
FOR j:=1,m DO LJ0,j]:=0 ENDFOR
FOR i:=1,n DO

FOR j:=1,m DO

IF a[i]=b[j]

THEN L[i,j]:=L[i-1,j-1]+1

ELSE

L[i,j]:=max(L[i-1,j],L[i,j-1])

ENDIF
ENDFOR ENDFOR
RETURN LJ[0..n,0..m]
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Cel mai lung subsir comun

Construirea solutiel (varianta Observatii:
recursiva):
o . a, b, ¢ si k sunt variabile
Construire(i,)) globale
IF i>=1 AND j>=1 THEN . Inainte de apelul functiei,
IF a[i]=Db[j] variabila k se initializeaza
THEN (k:=0)
construire(l-1,j-1) . Functia de construire se
k=k+1 apeleaza prin
c[k]:=al]l]

ELSE construire(n,m)

IF L[i-1,j]>L[i,j-1]
THEN construire(i-1,))
ELSE construire (i,j-1)
ENDIF ENDIF ENDIF Algoritmica - Curs 11 25



Cursul urmator...

...alte aplicatii ale programarii dinamice

... tehnica memoizarii

Algoritmica - Curs 11
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